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 ВСТУП 
Важливою задачею сьогодення є моделювання та прогнозування 
стану поверхневих вод, що дозволяє розробляти науково-обґрунтовані 
рекомендації щодо покращення стану поверхневих вод. Розв’язанню 
цієї задачі сприяють системи екологічного моніторингу та кадастри 
природних ресурсів, що створюються як геоінформаційні системи 
(ГІС) та бази даних. У той же час, сучасний рівень досягнень теорії 
математичного моделювання, математичної фізики та теорії управлін-
ня в реальних природних екосистемах є таким значним, що дає мож-
ливість моделювати та прогнозувати практично будь-які процеси у 
них. Для роботи з такими моделями використовуються спеціальні ма-
тематичні пакети MS Excel, Matlab, Maple, Mathcad, Mathematica, 
Statistica, та інші або ж дослідники розробляють власні програми. Для 
збереження, обробки екологічних даних та їх візуалізації на картах 
ГІС використовуються спеціальні універсальні пакети програм (ГІС-
пакети) ArcGIS, Mapinfo, ГІС «Панорама», Digitals, GeoDraw тощо або 
ж розробники створюють власне програмне забезпечення з викорис-
танням інструментарію цих ГІС-пакетів. При цьому, вбудований ін-
струментарій обробки даних у ГІС-пакетах значно поступається мож-
ливостям спеціальних математичних пакетів. Для використання даних 
ГІС під час ідентифікації математичної моделі, як правило, або вручну 
роблять вибірку даних, яку потім підключають як вхідні дані в пакети 
Matlab, Maple, Mathcad тощо, або розробляють свою програму на ос-
нові ГІС-інструментарію, яка реалізовує математичні алгоритми та 
працює з даними ГІС. Кожна нова модель, кожна нова ГІС – окремий 
підхід, окремі програми, додатковий час. 
В Україні існують спеціалізовані геоінформаційні системи моні-
торингу поверхневих вод з можливостями аналітичної обробки, роз-
роблені в Українському науково-дослідному гідрометеорологічному 
інституті (В. Осадчий та інші), Інституті кібернетики ім. 
В. М. Глушкова НАН України, Інституті прикладного системного 
аналізу НАН України і Міносвіти і науки України, Українському НДІ 
екологічних проблем Мінприроди (О. Васенко, Є. Варламов та ін.), 
Донецькому національному технічному університеті (Г. Аверін та ін-
ші), Вінницькому національному технічному університеті (В. Мокін, 
А. Ящолт та інші), Інституті космічних досліджень НАН і НКА Укра-
їни (А. Колодяжний та інші). Є аналогічні розробки закордонних ко-
лективів: Vieux B., Bedient P., Jonathan J., Rodda J. та ін. – системи 
TUFLOW, GIS Hydro, Vflo, AQUASEA, LakeWatch, Surface Water 
Modeling System та інші. Безпосередньо автоматизацією інтеграції ма-
тематичних моделей та ГІС екологічного моніторингу займаються 
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 вчені Інституту проблем математичних машин і систем НАН України 
(М. Железняк та ін.). Інтеграція базується на описі ієрархії даних у си-
стемах за допомогою класів авторської мови програмування LIANA 
(Д. Гофман). Однак, більш актуальним є розробка технології інтегру-
вання математичних моделей екологічних процесів у геоінформаційні 
системи моніторингу поверхневих вод, яка передбачає формалізацію 
та здійснення розрахунків за моделями у спеціалізованих математич-
них пакетах MS Excel, Matlab, Maple, Mathcad, Mathematica тощо з по-
дальшою візуалізацією результатів у ГІС. Можливість використання 
таких пакетів суттєво розширить коло можливих користувачів інфор-
маційної технології, за рахунок тих, хто професійно займається мате-
матичним моделюванням процесів у водних екосистемах, але недоста-
тньо володіють засобами ГІС. 
Отже виникає необхідність розробки нової інформаційної техно-
логії інтегрування математичних моделей екологічних процесів у гео-
інформаційні системи моніторингу поверхневих вод, яка дозволить 
поєднати обчислювальні можливості спеціалізованих математичних 
пакетів та можливості збереження і візуалізації інформації за допомо-
гою геоінформаційних технологій та систем управління базами даних. 
В книзі представлена технологія інтегрування математичних мо-
делей у геоінформаційні системи моніторингу поверхневих вод. Опи-
сано комплекс методів, прийомів, алгоритмів та програмного забезпе-
чення, яке було апробовано та впроваджено на практиці для 
розв’язання важливих прикладних задач у галузі моніторингу повене-
вих вод та м моделювання екологічних процесів у водних екосистемах 
в Україні.  
Практична цінність одержаних результатів полягає в тому, що: 
1. Розроблена технологія дозволить розширити можливості та 
прискорити процес ідентифікації та апробації математичних моделей 
процесів у водних екосистемах за реальними даними систем держав-
ного моніторингу поверхневих вод та підвищити наочність візуаліза-
ції результатів математичного моделювання на картах ГІС. 
2. З урахуванням розроблених рекомендацій та вимог, котрі забез-
печують можливість використання розробленої технології, розробле-
но інформаційні аналітичні системи моніторингу стану та підтримки 
прийняття рішень для інтегрованого управління водними ресурсами: 
- басейнів річок Південний Буг, Дністер, Тиса, Сіверський Донець, 
Кальміус, Прип’ять, які впроваджено у відповідних басейнових 
управліннях водними ресурсами та облводгоспах України; 
- водних ресурсів Вінницької та Львівської областей, які впрова-
джено у Держуправлінні охорони навколишнього природного середо-
вища у Вінницькій області та інших суб’єктах обласного державного 
8 
 моніторингу Вінницької області та у Львівському облводгоспі, відпо-
відно. 
Книга містить чотири розділи. 
У першому розділі приведено аналіз проблем та підходів до інтег-
рування математичних моделей екологічних процесів у геоінформа-
ційні системи моніторингу поверхневих вод. 
У другому розділі розглянуто теоретичні основи формалізації ма-
тематичних моделей та геоінформаційних систем моніторингу повер-
хневих вод та методів їх інтегрування.  
У третьому розділі наведено наукові засади автоматизації іденти-
фікації параметрів та структури математичних моделей екологічних 
процесів за даними ГІС моніторингу поверхневих вод. 
В четвертому розділі охарактеризовано розроблену інформаційну 
технологію інтегрування математичних моделей з геоінформаційними 
системами моніторингу поверхневих вод та наведено приклади її за-
стосування на практиці. 
Текст книги написаний, переважно, Є. М. Крижановським з мате-
ріалів його кандидатської дисертації, де використано результати нау-
кових досліджень д. т. н., професора В. Б. Мокіна. Також робота допо-
внена результатами досліджень к. т. н., доцента М. П. Боцули. 
Постановка задач та наукове керівництво дослідженнями здійснюва-
лось професором В. Б. Мокіним.  
Відзиви, зауваження і побажання просимо надсилати за адресою: 
21021, м. Вінниця, Хмельницьке шосе, 95, кафедра моделювання та 
моніторингу складних систем Вінницького національного технічного 
університету. 
 
Автори висловлюють подяку: 
–  почесному ректору ВНТУ, акад. НАПНУ, д.т.н., проф. 
Б. І. Мокіну, який протягом 2000–2009 рр. був науковим керівником 
науково-дослідної лабораторії екологічних досліджень та екологічно-
го моніторингу ВНТУ, де виконано усі дослідження, та задавав на-
прямок досліджень даної роботи; 
– завідувачу лабораторіями кафедри моделювання та моніторин-
гу складних систем (ММСС) ВНТУ Н. М. Гончар за цінні коментарі та 
пропозиції у предметній галузі; 
– колективу кафедри ММСС за допомогу у створенні інформа-
ційних систем та в оформленні книги; 
– за цінні поради, ідеї та консультації у предметній галузі дослі-
джень: заступнику начальника Басейнового управління водними ресу-
рсами річки Південний Буг Ю. С. Гаврикову. 
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 РОЗДІЛ 1  
АНАЛІЗ ПРОБЛЕМ ТА ПІДХОДІВ ДО ІНТЕГРУВАННЯ 
МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ЕКОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ 
У
 
ГЕОІНФОРМАЦІЙНІ СИСТЕМИ МОНІТОРИНГУ  
ПОВЕРХНЕВИХ ВОД 
 
1.1.  Аналіз проблем створення інформаційних систем оцінювання 
та прогнозування стану поверхневих вод за даними моніторингу 
 
У даний час в Україні та за кордоном дані моніторингу поверхне-
вих вод, як правило, зберігаються у форматі геоінформаційних систем 
(ГІС) [4, 48, 54, 79, 163, 174]. При цьому, поширеним є підхід, коли 
первинні дані про якість та кількість вод зберігаються в окремих базах 
даних ГІС, а просторова інформація (координати, просторові відно-
шення з іншими об’єктами та інше) зберігається у форматі електрон-
них карт ГІС екосистем. Для роботи з просторовими даними ГІС ви-
користовуються спеціальні універсальні пакети програм (ГІС-пакети) 
ArcGIS, Mapinfo, ГІС «Панорама», Digitals, GeoDraw тощо [4, 54]. Для 
роботи з базами даних використовуються спеціалізовані системи 
управління базами даних (СУБД) MS, Access, MySQL, Visual FoxPro, 
Oracle та ін. або вбудовані засоби ГІС для роботи з базами даних [46, 
54, 98, 113]. 
Сучасні ГІС мають спеціальні засоби для складної математичної 
обробки даних моніторингу. Найбільш відомими серед них є такі: 
ArcSpatial Analyst, Mapinfo, Panorama тощо [4, 11, 54, 123, 128]. При 
цьому, вбудований інструментарій обробки даних ГІС-пакетів значно 
поступається можливостям спеціальних математичних пакетів. Для 
ідентифікації складних математичних моделей та застосування спе-
цифічних методів математичного моделювання за даними ГІС розроб-
ники, як правило, або вручну роблять вибірку даних, яку потім підк-
лючають як вхідні дані у спеціалізовані обчислювальні пакети Matlab, 
Maple, Mathcad тощо, або розробляють свою програму на Delphi, 
Visual C++, VB та ін., на основі ГІС-інструментарію, яка реалізовує 
математичні алгоритми та працює з даними ГІС [4, 11, 54, 123, 128]. 
Кожна нова модель, кожна нова ГІС – окремий підхід, окремі програ-
ми, додатковий час. 
У разі ж використання спеціалізованих математичних обчислю-
вальних пакетів для моделювання, їх вбудовані засоби візуалізації 
результатів обчислень значно поступаються можливостям ГІС-
пакетів.  
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 Отже, основною проблемою створення інформаційних систем оці-
нювання та прогнозування стану поверхневих вод за даними моніто-
рингу є розширення аналітичних можливостей цих систем шляхом ав-
томатизації інтегрування апарату математичних моделей у ГІС 
моніторингу поверхневих вод. 
Існує чимало видів математичних моделей, які описують процеси 
у поверхневих водах та які варто ідентифікувати за даними монітори-
нгу: алгебраїчні та диференціальні, лінійні та нелінійні, детерміновані 
та стохастичні, дискретні та неперервні тощо [55]. Зокрема, під час 
оцінювання та прогнозування стану поверхневих вод за даними моні-
торингу широко застосовуються математичні моделі процесів розбав-
лення та перемішування стічних вод з річковими, трансформації та 
поширення хімічних речовин, гідрологічних та гідравлічних процесів 
перенесення наносів тощо [5, 7, 20, 55, 92, 61]. Для автоматизації ма-
тематичних операцій для цих моделей (ідентифікація та розв’язання 
рівнянь) використовуються спеціальні математичні пакети: Matlab, 
Maple, Mathcad, MS Excel тощо.  
Зробимо огляд найбільш поширених в Україні математичних мо-
делей, проаналізуємо найбільш поширені математичні пакети для 
оперування цими моделями, пакети прикладних програм для роботи з 
ГІС (ГІС-пакети) та функціонуючі в Україні інформаційні системи 
екологічного моніторингу загальнодержавного та міжрегіонального 
рівня, які можуть бути джерелом даних для ідентифікації математич-
них моделей стану поверхневих вод. 
Одразу введемо обмеження на математичні моделі, які будуть роз-
глядатись у даній роботі. Воно пов’язане з проблемою використання 
даних багатьох суб’єктів державної системи моніторингу, зокрема, з 
різною (часто – низькою) періодичністю та точністю даних спостере-
жень. За таких умов більш поширеним є застосування детермінованих 
математичних моделей, які, фактично, описують зміни тренду стану 
поверхневих вод. 
1.1.1.  Огляд детермінованих математичних моделей зміни 
якості поверхневих вод
Більшість математичних моделей екологічних процесів у поверх-
невих водах присвячені опису зміни якості вод [5, 6, 23, 47, 55, 53, 56, 
77, 85, 86, 89, 100, 114, 151–164]. Якість води – це сукупність хімічних 
та біологічних складових, а також фізичних властивостей води, яка 
дозволяє визначати ступінь її забрудненості та придатності до конкре-
тних видів водокористування та водоспоживання [23, 55, 89, 100, 114]. 
Зменшення значень хімічних показників може здійснюватись ба-
гатьма способами. Зменшення може відбуватись під час дії якогось 
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 одного процесу, а може відбуватись і більш складно – внаслідок взає-
модії багатьох процесів. Серед простих способів виділено такі: 
• розбавлення та перемішування з більш чистими водами; 
• осаджування та седиментація; 
• поглинання речовин гідробіонтами; 
• перехід газів з води річки в атмосферу; 
• адсорбція хімічних речовин завислими речовинами. 
Більшість відомих моделей за кількістю та характером процесів, 
які враховуються, можна розбити на три типи [55]: 
1) моделі, що враховують лише процеси розбавлення вод; 
2) моделі, що враховують процеси самоочищення річки, але без 
врахування процесів розбавлення; 
3) моделі розбавлення з урахуванням процесів самоочищення. 
1. Серед моделей першого типу найбільш поширеною є модель  
В. А. Фролова – І. Д. Родзиллера для консервативних речовин, тобто 
речовин, які не вступають в хімічні реакції [89, 112] 
[ ] ,,)()()( 0* xxxtxtFdttdx =−⋅−= (0)                                (1.1) 
де  x* – значення концентрації речовини у так званому створі повно-
го змішування; F(t) – деяка нелінійна функція, вираз якої виведений 
В. А. Фроловим на основі аналізу розмірностей – характеризує змен-
шення концентрації x за рахунок процесів розбавлення. 
Модель (1.1) може описувати зміну концентрації консервативної 
речовини як у часі x(t), так і у просторі x(z).  
2. Математична модель В. І. Лаврика для опису процесів розбав-
лення у кінцевому створі ділянки (“камери”) річки 
( ) τ τKexuxx +−−+= 1** ,                                        (1.2) 
 
де K – коефіцієнт інтенсивності процесів самоочищення; τ – час пов-
ного оновлення води на ділянці (у “камері”), який дорівнює 
qQ
V
+= 0
τ ,                                                  (1.3) 
де V – об’єм води у “камері”, Q0 – витрати води у річці до надходжен-
ня до неї стічних вод. 
12 
 3. Математичні моделі, основані на диференціальному рівнянні 
другого порядку в частинних похідних, в якому зміна значення x мо-
делюється як в часі t, так і у просторі z. Прикладами таких математич-
них моделей є моделі В. М. Маккавєєва, А. В. Караушева, 
А. М. Айтсама, Х. А. Вельнера, Л. Л. Пааля, М. А. Бесценної, 
М. А. Руффель та інших. Наприклад, для однієї просторової коорди-
нати z [24, 26, 55, 58-59]: 
z
ztxv
z
ztx
t
ztx
∂
∂
∂
∂δ∂
∂ ),(),(),(
2
2    +−=−                                (1.4) 
з початковими та граничними умовами: 
x(0, z) = x0(z),   x(t, 0) = a(t),   x(t, L) = b(t),                       (1.5) 
 
де δ  – коефіцієнт турбулентної дифузії; L – довжина ділянки річки, 
яка моделюється – визначається вздовж осі координат z; x0(z) – залеж-
ність значень x від координати z в межах ділянки моделювання в по-
чатковий момент часу; a(t) і b(t) – залежність значень x від часу t на 
вході (z = 0) і на виході (z = L) ділянки моделювання, відповідно. 
Головним недоліком усіх математичних моделей першого типу є 
те, що вони можуть застосовуватися для опису динаміки концентрацій 
лише консервативних хімічних речовин, враховуючи тільки один фі-
зичний основний фактор – фактор розбавлення (розповсюдження та 
перемішування).  
Серед математичних моделей другого типу – моделей самоочи-
щення річкової води, в яких не враховується природа процесів розба-
влення в явному вигляді – найбільш поширеними є математичні моде-
лі у вигляді диференціального рівняння першого порядку. Загалом, 
можна виділити такі види математичних моделей: 
1. Прості лінійні математичні моделі, основані на звичайному ди-
ференціальному рівнянні першого порядку [44, 45, 55, 58]: 
,xKx(t),   x
dt
dx(t)
0)0( =−=                                       (1.6) 
де K – коефіцієнт зменшення забруднюючої речовини за одиницю ча-
су (часто його називають константою розпаду чи розкладення); x0 – 
значення x в початковий момент часу t = 0. 
2. Нелінійні математичні моделі Моно та Міхаеліса–Ментен [44, 
55, 56]: 
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 0
1
max (0), x  x
xdt
dx =+= υ
xΨ
                                        (1.7) 
або 
0
32
max (0), x  x
xxxxdt
dx
KK
K =⋅+⋅+⋅
xxΨ ⋅⋅= υυ ,                       (1.8) 
 
де x – концентрація у воді деякої хімічної речовини чи вміст бактерій 
або мікроорганізмів; xK  – концентрація розчиненого у воді річки кис-
ню; Ψmax – максимальна швидкість розкладання забруднюючої речо-
вини; 1υ , 2υ  – так звані константи напівнасичення для забруднюючих 
речовин; 3υ  – константа напівнасичення для розчиненого у річці кис-
ню. 
Математичні моделі (1.7), (1.8) враховують нелінійність динаміки 
річкових процесів за гранично низьких чи високих значень x. Матема-
тична модель (1.8) одночасно враховує ще й вплив концентрації роз-
чиненого у воді кисню. 
3. Балансові моделі [26, 55]. Прикладом балансових моделей є ма-
тематичні моделі зміни концентрації розчиненого у воді кисню, зок-
рема математична модель Стрітера – Фелпса [26, 55]: 
( ) ,21 BCKnas xaxxadt
dx −−=                                     (1.9) 
де  x – концентрація розчиненого у річковій воді кисню; xnas – концен-
трація насичення для кисню у річковій воді; xBCK – значення біохіміч-
ного споживання кисню (характеризує концентрацію легкоокислюва-
льних органічних речовин; a1 – стала швидкості реаерації для 
розчиненого у річковій воді кисню; a2 – константа розпаду першого 
порядку для легкоокислювальних органічних речовин. 
4. Стехіометричні моделі – будуються по конкретних хімічних ре-
акціях за законом дії мас Гульдберга – Вааге [55]. 
5. Моделі у вигляді систем диференціальних рівнянь, які описують 
поглинання та перетворення хімічних речовин різними мікроорганіз-
мами з одночасною зміною біомаси останніх, наприклад моделі тро-
фічного ланцюга та інші [26, 55]. 
6. Математична модель процесів послідовно-рівнобіжної трансфо-
рмації речовин Є. В. Єрьоменка [19, 20]. 
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 7. Математична модель А. В. Караушева для розрахунку розбав-
лення стічних вод і розчинів у поверхневих водах на основі відомого 
диференціального рівняння турбулентної дифузії, яке в залежності від 
характеру потоку і особливостей поставленої задачі записується з ти-
ми чи іншими спрощеннями [33, 111]. Основні співвідношення, на 
яких базується дана математична модель, приведені у додатку А. 
8. Узагальнені математичні моделі самоочисних процесів річкових 
вод. 
Просторово-одновимірна модель для малих та середніх 
річок. У роботах [49–52, 55, 56, 59–60, 64–65] розроблена математич-
на модель річкової розгалуженої системи як кібернетичної, що є підк-
ласом багатозв’язних динамічних систем з розподіленими параметра-
ми, на вході якої надходять промислові, сільськогосподарські та 
комунально-побутові стічні води, а також води природного поверхне-
вого стоку чи підземного живлення з якістю u, які впливають на якість 
води x в річці. Вихідною характеристикою системи є якість води в мі-
сцях водокористування та водоспоживання, або якість води xвих в кін-
цевому створі ділянки річки, що моделюється [55, 62, 64, 76].  
Для полегшення врахування особливостей динаміки річкового по-
току проведена декомпозиція ділянки річки, що моделюється, – вона 
розбивається на N елементарних ділянок (ЕД) за двома критеріями: на 
кожній ЕД не повинно бути більше одного входу з якістю u, а всі ос-
новні параметри річки повинні бути однаковими в межах заданого ін-
тервалу (рис. 1.1). 
 
                  u0                   u1                  u2                                              u(N–1) 
      x0(0) = x0                   x1(0)              x2(0)                                         x(N–1)(0)         xвих 
             k = 0              k = 1                                   …                     k = N-1  
              0  
Рис. 1.1. Схема ділянки річки з розбиттям її на елементарні ділянки 
 
Вхідними u(t), вихідними xвих(t) змінними та змінними стану x(t) є 
значення основних показників якості води, наприклад, концентрації 
забруднюючих речовин або вміст бактерій, які відповідають чотирьом 
вимогам: вони не є від’ємними; більші значення означають більше за-
бруднення, менші – менше; значення не збільшуються з часом за від-
сутності природних чи антропогенних впливів; усталене значення 
прямує до нуля. 
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 У роботі [55] запропоновано новий метод побудови просторово-
одновимірних математичних моделей для моніторингу та управління 
якістю річкових вод та за цим методом побудовано узагальнену мо-
дель, яка дозволяє у кожному створі розрахувати значення показників 
якості води у найменш та найбільш забруднених частинах потоку річ-
ки (рис. 1.2).  
 
потік І 
потік ІІ
 
Рис. 1.2. Умовна схема змішування стічних вод з річковими  
(якщо більш забрудненими є води, що надходять до річки,  
тоді найбільш забрудненим потоком буде потік І, інакше – потік ІІ) 
 
Узагальнена математична модель має вигляд: 
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де для і-ої ЕД: xi(t) – значення показника якості води на виході ЕД в 
заданий момент часу t; Qi – витрати води в річці на вході ЕД; qi – ви-
трати стічних чи природних вод, що надходять до річки на і-й ЕД; Tі – 
час, необхідний на добігання річкової води від початкового до кінце-
вого створу ЕД [55, 62, 63];  
-  – функція, яка залежить від вибраної моделі опису про-
цесів розбавлення у річці:  
),( tii Λℑ
- для моделі В. А. Фролова – І. Д. Родзиллера [89, 112]: 
)exp(),( 3 tt jii α−=Λℑ , 
- для моделі В. І. Лаврика [45, 46]: 
( )iiiii VVKt /)1(exp),( +−=Λℑ ; 
- Mil(Ki, t) – функція, яка враховує вплив самоочисних процесів, 
що протікають у річці (Ki – вектор параметрів моделі): 
- для математичної моделі груп послідовно-одночасних процесів 
зміни значень показника якості x води у річці за відсутності впливів u, 
яка за умови l = 1 або 2 зводиться до багатьох відомих аналогічних 
математичних моделей, що дає підстави використовувати її у подаль-
шому як більш загальну, оскільки вона охоплює і випадок l = 3, який 
не охоплюється іншими відомими моделями [55]: 
3,2,1==   l(t) x(t), G
dt
dx(t)
l ,  0)0( xx = ,   t = [0, T],      (1.16) 
( ) ⎤⎡ − tk
⎥⎥⎦⎢⎢⎣
⋅−−−−= tekek(t)G 1133 21 , (1.17) 11 k(t)G −= , , ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ −−−= tkek(t)G 1122
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 де Gl(t) – функція, яка враховує вплив l-ої (l = 1, 2 чи 3) кількості груп 
послідовно-одночасних процесів на зміну значення показника x; T – ін-
тервал часу; k1, k2 та k3 – коефіцієнти пропорційності між швидкістю 
протікання процесів відповідно першої, другої та третьої груп, за умови 
їх ізольованого протікання, та значенням показника, на який вони діють; 
розв’язок рівнянь цієї моделі у позначеннях рівняння (1.12) [55]: 
( )
( ) 3,    
2,               
1,                                           
    
=⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ∫−⋅−
=−+⋅−
=⋅−
==
⋅−−⋅−
⋅−−
ldqetK
ltKe
K
K
ltK
tKetKM
t eqK
i
i
tK
i
i
i
iil
tK
iil
qiK
i
iiil
,
,1
,
),(,),(
0
1
3
1
1
2
1
),(
1
2
1μμ  
- для моделі В. І. Лаврика [44–45]: 
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Враховувати у виразі (1.17) можна не тільки надходження вод до 
річки, а й водозабори з витратами qvі : viiiiii qQQxTx −== +1),0()( . 
Інваріантність розробленої моделі (1.11)–(1.16) до того, який потік 
є більш забрудненим (річковий чи той, що до нього надходить) та до 
моделей, які вибираються для опису річкових процесів самоочищення 
та розбавлення, обумовлює її перевагу у порівнянні з відомими моде-
лями та практичну доцільність у використанні. 
Інваріантність моделі (1.11)–(1.16) до природи та походження во-
дного потоку (антропогенний скид чи природні води) дозволяє опису-
вати процеси у розгалуженій річковій системі шляхом заміни цієї сис-
теми графовою моделлю, в якій вихід кожної притоки є додатковим 
входом річки, основної для цієї притоки. 
Просторово-двовимірна модель для малих та  середніх рі-
чок. У роботах [49, 50, 55, 56, 58, 59] запропоновано динамічну прос-
торово-двовимірну математичну модель змін якості води малих та се-
редніх річок на відносно прямих та широких ділянках, котра в 
аналітичному вигляді враховує особливості протікання річкових про-
цесів по ширині потоку за положеннями теорії Л. Прандтля про те, що 
річкові процеси розбавлення мають різну природу по ширині потоку 
(рис. 1.3): в середині потоку знаходиться турбулентна зона, де пере-
18 
 важають процеси перемішування та турбулентної дифузії, а ближче до 
берега на досить прямих ділянках річок знаходиться гранична ламіна-
рна зона, де вода тече окремими елементарними струмками, що не 
змішуються між собою.  
 
 ΩR0  yRR -RL -ΩL 
 z
 L
 
Рис. 1.3. Картина напрямків течії у річковому потоці за теорією Л. Прандтля 
 
Математичні моделі процесів у лівій та правій ламінарних білябе-
режних та турбулентних стремнинних зонах зшиваються між собою 
шляхом узгодження граничних умов. Математична модель w-ої (w = 1 
для правої та w = 2 для лівої зон деякої ЕД) ламінарної білябережної 
зони будується як розв’язок диференціального рівняння першого по-
рядку в частинних похідних [55, 57]: 
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де  – значення показника якості води річки, усереднене по 
глибині; X0w(y) – значення показника якості води в початковий момент 
часу на початку (z = 0) ламінарної зони; XLw(y) – значення показника 
якості води в початковий момент часу в кінці (z = L) ламінарної зони; 
Ktw(y) та Kzw(y) – значення сумарних інтенсивностей біохімічних про-
цесів очищення води, що діють протягом часу t та вздовж осі коорди-
нат z відповідно, які можуть змінюватись вздовж осі координат y. 
z)(t,yX Lw ,
В результаті розв’язання даного рівняння методом Фур’є отрима-
но модель [52] 
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 Математична модель w-ої турбулентної стремнинної зони буду-
ється як розв’язок диференціального рівняння другого порядку в час-
тинних похідних  
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де  – показник якості води річки турбулентної зони, усеред-
нений по глибині; δw – коефіцієнт турбулентної дифузії; vw – усеред-
нена швидкість течії річки в напряму осі координат z; Kzw – коефіцієнт 
самоочищення річкової води під впливом біохімічних процесів, що 
діють в напрямку осі координат z. 
(t,y,z)X Tw
Внаслідок принципу нерозривності водного потоку та потоку ре-
човини в ньому, значення показника  на границі турбулент-
ної та ламінарної зон повинно бути однакове. Це дає дві граничні 
умови (для правої та лівої ламінарних зон, відповідно): 
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Отже, для турбулентної зони має місце задача з фіксованими лі-
вою та правою границями і вільними нижньою та верхньою (див. 
рис. 1.4).  
В результаті розв’язання рівняння (1.22), (1.23) методом Фур’є 
отримано модель [55, 57]. 
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